Analytische meetkunde

De samenhang tussen meetkunde, bewijzen en algebra.

6 VWO , wiskunde B1,2
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Hoofdstuk 1:
Introductie van de Analytische Meetkunde

Onderstaand tref je vier problemen uit de meetkunde. Ze zijn bedoeld als inleiding om je enig inzicht te geven op het soort problemen dat je “gemakkelijk” met analytische meetkunde kunt oplossen. 

Probleem 1:
Een spannend probleem uit onze jeugd.

Het schatgraversprobleem.

Op een eiland is een schat te vinden via de volgende aanwijzingen: loop in een rechte lijn van

de oude eik naar de grote zwerfkei. Leg nu loodrecht op de vorige richting eenzelfde afstand

af. Loop vervolgens in een rechte lijn naar de tweede grote zwerfkei die op het eiland te

vinden is. Leg vervolgens weer de laatste afstand af in de richting loodrecht op het laatst

afgelegde stuk. De schat ligt precies op het midden van het lijnstuk tussen het punt dat je net

bereikt hebt en de oude eik.

Echter: bij het op zoek gaan naar de schat blijkt dat er op het hele eiland geen eik meer te

vinden is. Alleen de twee grote zwerfkeien zijn er nog. Toch kan met slechts één keer graven

de schat gevonden worden.
Probleem 2:
Een eenvoudig probleem uit de onderbouw.
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Het logo van een firma moet de vorm van


een driehoek hebben zoals hiernaast; de

punten in de hoeken van de driehoek zijn

groen, de zeshoek in het centrum geel:

Men wil graag dat de gezamenlijke omtrek

van de kleine groene driehoekjes precies

gelijk is aan de omtrek van de gele zeshoek;

binnen de ‘corporate identity’ van deze firma

heeft dat een bijzondere betekenis die

hier niet van belang is.

Voor de meetkundige vertaling nemen we

aan dat de hele driehoek gelijkzijdig is en dat de drie gele punten alle drie even grote

gelijkzijdige driehoeken zijn. Hoe is de juiste constructie van dit logo?

Probleem 3:
Een Wiskunde Olympiade opgave uit 1989.
In een vierkant met zijde 1 verbindt men elk hoekpunt met de middens van de niet-aanliggende zijden. Wat is de oppervlakte van de achthoek die zo ontstaat?
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Probleem 4:
Waar bevindt zich het gevraagde punt?
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Gegeven: 
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. 

Construeer het punt P zodat 

vierhoek PQRS een vierkant is.

Al deze problemen zijn met de klassieke meetkunde op te lossen.

In 1637 publiceerde René Descartes (Cartesius, 1596-1650) een methode die de klassieke meetkunde problemen op een algebraïsche manier benaderde.

Deze “Analytische Meetkunde”  vormt het onderwerp van dit lesmateriaal.

De bestudering van de meetkunde door middel van de algebra is het doel van de analytische meetkunde. 

De zuiver meetkundige bestudering van figuren, die we hoofdzakelijk aan de Grieken danken, heet de synthetische meetkunde .

Deze dateert al van vóór het begin van onze jaartelling (Euclides leefde in de 3e eeuw voor Chr.) De analytische meetkunde is 2000 jaar later ontdekt.

Het grote voordeel van de analytische meetkunde is, dat de methoden meestal algemener en systematischer zijn dan die van de synthetische meetkunde. Het “vinden” van een ingewikkelde gedachtegang of van een bepaalde hulplijn komt in de analytische meetkunde vrijwel niet voor.
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 Het Cartesische denken

De titel van deze paragraaf is een eerbetoon aan filosoof 

en wiskundige René Descartes (Cartesius, 1596

– 1650). Deze heeft in zijn tijd en in de eeuwen daarna

enorme invloed gehad op de filosofie en de wiskunde.

Descartes begon zijn filosofie met absolute twijfel:

niets mocht als waar aangenomen worden. Hij bedacht:

‘Ik denk, dus ik besta’, en vond zo tenminste

één zekerheid om vanuit te gaan *.

In Descartes’ filosofie waren lichaam en geest van

de mens geheel onafhankelijk en deze waren alleen via de pijnappelklier in contact.

Dit dualisme wordt nu zeer bestreden door de modernere psychologie!

Methode

Rond 1630 had Descartes al regels geformuleerd voor ‘de richting van het denken’. Eenvoudig gezegd kwamen die hier op neer:

a. elk vraagstuk of probleem met grootheden kan worden teruggebracht tot een meetkundig

    probleem;

b. elk meetkundig probleem moet worden teruggebracht tot een algebraïsch probleem;

c. elk algebraïsch probleem moet worden teruggebracht tot het oplossen van een vergelijking

    met één onbekende.

Omdat de wiskunde zekerheid bood, kon zo zekerheid in andere zaken bereikt worden.

Als denker is Descartes een extreme rationalist: alleen het denken leidt de mens op weg

naar de waarheid (en de ervaring der zintuigen of geloven bijvoorbeeld niet).

algebra & meetkunde

De wiskunde van de onderdelen b en c van deze methode publiceerde Descartes in 1637 in

het slot-essay van zijn‘Discours de la Méthode pour bien conduire sa raison et chercher

la vérité dans les sciences’† met de ondertitel ‘La Geometrie’.

Elk meetkundeprobleem is uiteindelijk het bepalen van lengtes van lijnstukken, stelde

Descartes in de eerste zin van ‘La Geometrie’ (zie de vorige bladzijde). Hij bedacht

daarbij de volgende zeer algemene methode:

– geef alle lijnstukken in de figuur namen (letters), bekende zowel als onbekende;

– probeer één grootheid op twee verschillende manieren uit te drukken in de aldus benoemde

lijnstukken;

– de uitdrukkingen zijn gelijk, dat geeft een vergelijking;

– los de onbekende uit de vergelijking op. Dan is alles bekend in de figuur en het probleem

opgelost.

Descartes stimuleerde zo de toen nog tamelijk jonge letteralgebra en leverde meteen een

van de belangrijkste toepassingen hiervan.

We volgen hem in dit hoofdstuk bij het nader onderzoeken van de figuren parabool,

ellips en hyperbool. Wat betreft punt b en c van zijn programma dus.

Punt a (dat elk probleem in wiskunde is te vertalen) is een filosofisch uitgangspunt, waar

uiteraard de meningen over uiteenlopen.

* Bekender nog in het Latijn: Cogito, ergo sum.

† Verhandeling van de Methode om de rede te besturen en de waarheid in de wetenschappen te zoeken.
§ 1.2 Voorbeeld van de drieslag van Descartes

Zie probleem 2. Het is een eenvoudig probleem, dat we vertalen naar een meetkundig

probleem dat we vervolgens met algebra oplossen. Dat is de drieslag van Descartes.
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Het logo van een firma moet de vorm van

een driehoek hebben zoals hiernaast; de



punten in de hoeken van de driehoek zijn

groen, de zeshoek in het centrum geel:

Men wil graag dat de gezamenlijke omtrek

van de kleine groene driehoekjes precies

gelijk is aan de omtrek van de gele zeshoek;

binnen de ‘corporate identity’ van deze firma

heeft dat een bijzondere betekenis die hier niet 

van belang is.

Voor de meetkundige vertaling nemen we

aan dat de hele driehoek gelijkzijdig is en dat de drie groene punten alle drie even grote

gelijkzijdige driehoeken zijn.

Nu de algebraïsering, fase drie van Descartes’ plan.

Hij neemt je als volgt aan de hand mee:

Opgaven:

1.  a.  Zet een a bij de (bekende) zijde van de hele driehoek en een x bij een lijnstuk dat

          bepaald moet worden. Zet mogelijk meer uitdrukkingen bij zijden van driehoeken

          en zeshoek.

     b.  Druk de gezamenlijke omtrek van de groene driehoeken uit in a en/of x.

     c.  Doe dat ook voor de zeshoek.

     d.  De uitdrukkingen van b en c moeten gelijk zijn, dat zegt de probleemstelling.

          Stel de vergelijking op die daaruit volgt en los die op .

     e.  Descartes (en de bewuste firma ook ..) eist dat de gevonden oplossing ook 

          geconstrueerd moet worden in de figuur, het is immers een meetkundig probleem.

          Geef de constructie aan in de driehoek.
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2.   Het ontwerp roept commentaar op: het geel domineert teveel. Dat kan verbeterd worden

      door te eisen dat geel en groen in oppervlakte gelijk zijn. Reken ook dat plan door

      en teken het resultaat in de tweede driehoek.
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  Coördinaten bij Descartes



Descartes wilde vooral kromlijnige 

figuren bestuderen en vergelijken.

Dit voorbeeld komt uit La Geometrie,

het gaat om de gestippelde kromme

lijn, die met een eenvoudig mechaniekje

gemaakt wordt.

GA is een vast lijnstuk. Punt L beweegt

op de verticale lijn door.A. Het driehoekje

van vaste vorm KLN schuift als

L beweegt mee over de verticale lijn.

Het punt C beschrijft de gestippelde

kromme, het is het snijpunt van de lijn

GL met het de lijn door K en N.

In de tekst van Descartes staat dat punt

C beschreven kan worden met de lengtes

van de lijnstukken CB en BA, die hij

y en x noemt.

Verder neemt hij GA = a, Kl = b, NL =

c. Die a, b en c zijn dus vaste grootheden.

Na enig algebraisch rekenwerk komt

Descartes tot een vergelijking waar in

de samenhang van x en y is te zien in de

vorm van een vergelijking (Descartes
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gebruikt een eigen teken voor is-gelijk). Hij trekt de conclusie dat de kromme een hyperbool is.

Coördinaten bij Cabri

Met CABRI kan de constructie die 

Descartes beschrijft ook gedaan

worden. Dat is hier gebeurd.

CABRI geeft ook de vergelijking

in x en y.

Het y-lijnstuk loopt bij Descartes

horizontaal; tegenwoordig laten

we de x-as horizontaal lopen. Na

verwisselen van de letters x en y

in de vergelijking die Cabri geeft,

zien we Descartes’ vergelijking

terug.
Hoofdstuk 2:
Coördinaten, afstand tussen punten.

§ 2.1
Coördinaten bestuderen

De sleutel voor het gebruik van algebra bij meetkunde zoals Descartes dat deed is het

aangeven van de positie van een punt met twee afstanden tot twee gegeven lijnen.

Modern gezegd: met coördinaten. In de figuur op de vorige bladzijde zijn dat de afstanden

CB en CA tot de vaste lijnen AK en GA. De afstanden noemt Descartes x en y, de

ander gegeven lijnstukken krijgen letteraanduidingen uit het begin van het alfabet: a, b,

c, etc.

Dat is bijna precies wat wij gewend zijn in een xy-coördinatenstelsel als hieronder staat.

Maar bij ons mogen de x en y ook negatief zijn, omdat ze posities op de assen markeren,

en niet meer als lengtes worden geïnterpreteerd.
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Het is een zogenaamd cartesisch assenstelsel Oxy.

Zo’n assenstelsel voldoet aan de volgende eisen:

· de beide coördinaatassen staan loodrecht op elkaar

· de beide lengte-eenheden op de assen zijn even lang (men spreekt wel van een vierkant assenstelsel; denk aan ‘Zsquare’, optie van de GR),

–   de oriëntatie van het stelsel is positief (dat betekent: de draaiing om O in positieve

           richting over 
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 brengt de 
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Analytische voorstelling

Meetkundige begrippen zoals ‘punt’, ‘rechte lijn’, ‘afstand’, ‘loodrecht’, ‘cirkel’, ‘rechthoekig

gebied’, ‘hyperbool’, ..., krijgen ten opzichte van zo’n assenstelsel een zogenaamde

analytische voorstelling. Zo’n voorstelling kan weer zijn een vergelijking, een

formule, een ongelijkheid, een parametervoorstelling of een combinatie van deze vormen.

Je gaat de analytische voorstellingen leren en gebruiken.

§ 2.2
Afstanden

roosterlijnen, afstanden, Pythagoras

In het coördinatenstelsel zijn de zogenaamde roosterlijnen getekend.

Die zijn een hulp bij het rekenen met afstanden in coördinatenstelsel.

Descartes geeft aan dat de stelling van Pythagoras hier onmisbaar is.
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Opgaven:

1. a.  Bereken 
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    b.  Laat P nu een punt zijn met de nog onbepaalde coördinaten (x, y) . 

         Druk de afstand van P tot M in x en y uit.

    c.  Als we willen dat P op de cirkel met middelpunt M ligt die door Q gaat, dan weten

         we dat:
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         Descartes zegt: de gelijkstelling van die twee afstanden geeft de vergelijking van

         de cirkel. Stel die vergelijking op.

    d.  Al die afstanden zijn natuurlijk positief. Door kwadrateren (links en rechts) werk

         je dus veilig de wortels weg.

        Teken de bedoelde cirkel in de figuur en schrijf de vergelijking er in de figuur bij.

2. Laat nu M het punt (a, b) zijn en r de straal van de cirkel met middelpunt M.

    Stel de vergelijking van deze cirkel op.

3. a.  Stel de vergelijking op van de cirkel met middelpunt 
[image: image8.wmf](5,2)
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 en straal 13.

    b.  Beslis door invullen in de vergelijking of P(6, 9) en Q(7, 7) op deze cirkel liggen.

    c.  Beslis zonder tekenen door invullen of 
[image: image9.wmf](2,9)
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binnen of buiten de cirkel ligt.

4. a.  Stel de vergelijking op van de cirkel met middelpunt 
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die door (1, 7) gaat.

    b.  Hoeveel punten met gehele coördinaten liggen op deze cirkel?

§ 2.3
Een vergelijking stelt een figuur voor!

Je weet wat voorgesteld wordt door de vergelijking y = 2x + 1. 

Een rechte lijn, en wel die door de punten (0, 1) en (1,3).

Dat betekent dat al de punten (x, y) die aan de vergelijking voldoen, samen die lijn vormen.

Ook bij andere vergelijkingen kun je de vraag stellen: wat stelt het voor? 

We bestuderen een vergelijking met twee onbekenden erin bijvoorbeeld: 
[image: image11.wmf]22
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 Willekeurig gekozen waarden van x en y  voldoen natuurlijk in het algemeen niet aan deze vergelijking. Toch heeft deze vergelijking oneindig veel oplossingen . Immers we kunnen een waarde van x kiezen en daarna uitrekenen hoe groot y dan moet zijn.

Neem 
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en bereken y, neem 
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en bereken x.

Er zijn dus oneindig veel getallenparen voor x en y die aan deze vergelijking voldoen. Stellen nu x en y de coördinaten van een punt voor dan krijgen we zo oneindig veel punten. Al deze punten vormen samen de kromme K .

Schets de kromme K
We krijgen dus de volgende definitie:

Onder de vergelijking van een kromme K verstaan we de betrekking waaraan de coördinaten van alle punten van deze (kromme) lijn voldoen en de coördinaten van alle andere punten niet.

De verzameling van alle punten (x, y ) die voldoen aan  de vergelijking 
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 is een cirkel met middelpunt 
[image: image15.wmf](2,0)

-

en straal 5. In wiskundetaal noteer je dit als volgt: 
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Intermezzo: Ga na dat 
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 te schrijven is als
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Deze manier van omschrijven heet: Kwadraat afsplitsen 
Opgaven:

1. a. Toon aan dat 
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 de vergelijking van een cirkel voorstelt:

    b. Wat zijn het middelpunt en de straal?

2. Wat stelt de vergelijking  
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 voor?

3. a. Toon aan dat voor elke a de cirkel
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        raakt aan de assen.

    b. Van deze cirkels zijn er vier die raken aan de cirkel 
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 . Bepaal de twee

        positieve waarden van a waarbij dit raken plaats heeft. Maak een schetsje om het

        raakpunt te vinden.

4. Stel de vergelijking op van de cirkel met middelpunt (a, 0) die raakt aan de lijn 
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Hoofdstuk 3:
De rechte lijn.

§ 3.1 Verschillende vergelijkingen van de rechte lijn

In de loop van je VWO loopbaan heb je al heel wat formules en vergelijkingen van rechte lijnen bestudeerd.

We vatten ze nog eens samen en voegen er enkele minder bekende aan toe, die handig in het vak analytische meetkunde gebruikt kunnen worden.

1.  De vergelijking van de lijn met richtingscoëfficiënt m:  
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     Hierin is m de richtingscoëfficiënt  en het punt (0,n) het snijpunt met de y-as.

2.  De vergelijking van de lijn met richtingscoëfficiënt m  door het punt 
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3.  De vergelijking van de lijn door de punten 
[image: image28.wmf]00

(,)

Axy

 en 
[image: image29.wmf]11

(,)

Bxy

:

    
[image: image30.wmf]10

10

00

()

yy

xx

yyxx

-

-

-=-

.

4.  De assenvergelijking van een lijn.

Als het snijpunt met de x-as het punt 
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en het snijpunt met de y-as 
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gegeven zijn, wordt vaak de volgende vergelijking gebruikt: 
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    Merk op dat een lijn door 
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 niet op deze manier kan worden voorgesteld. 

5. De algemene vergelijking van een lijn.
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6. De parametervoorstelling van een rechte lijn.

    Deze methode wordt vooral veel gebruikt om een willekeurig punt op een lijn weer

    te geven. 

    Voorbeeld: Een willekeurig punt op de lijn y  = 2x+3 kun je voorstellen als: 
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    maar ook door 
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· Ga dit na

Omgekeerd kun je ook een vergelijking van een lijn bepalen als een parametervoorstelling gegeven is.

Voorbeeld:

Gegeven de verzameling V : 
[image: image41.wmf]31
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Om hier een vergelijking van te maken zoeken we een betrekking tussen x en y waar ( niet meer in voorkomt.

Het wegwerken van ( kan als volgt:
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V is dus de lijn met vergelijking : 
[image: image43.wmf]3211
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Het wegwerken van de parameter noemen we “elimineren”.

Uit bovenstaande parametervoorstelling hebben we dus ( geëlimineerd.”

Opgaven:

1. Zeg van elk van de volgende vergelijkingen wat voor een stelsel lijnen erdoor wordt voorgesteld.

a. 
[image: image44.wmf] 3
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b. 
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c. 
[image: image46.wmf] 5(2)

ypx

-=-


d. 
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2. Bepaal de vergelijking van de lijn door het punt (2,3) evenwijdig met de lijn 
[image: image48.wmf]45110
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3. Teken 
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4. Gegeven is de vergelijking 
[image: image50.wmf]2
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Voor iedere waarde van p stelt deze vergelijking een lijn voor. De verzameling van deze lijnen wordt aangeduid met V

a. Hoeveel van deze lijnen gaan door (0,0)?

b. Hoeveel van deze lijnen gaan door (1,1)?

c. Bepaal de coördinaten van het punt waardoor al deze lijnen gaan.

5. Bepaal de vergelijking van een lijn die symmetrisch ligt met de lijn 
[image: image51.wmf] 
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a. de 
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b. de 
[image: image53.wmf]yas
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c. de oorsprong.

§ 3.2
Onderlinge ligging van twee lijnen.

3.2.1
Twee lijnen in het platte vlak kunnen elkaar snijden, evenwijdig lopen of samenvallen.

· Onderzoek de ligging van de volgende lijnen 
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We noemen het stelsel vergelijkingen onder a. onafhankelijk, het stelsel onder b. strijdig en het stelsel onder c. afhankelijk.

Werk voortaan volgens de volgende methode:
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Dus het snijpunt van de twee lijnen is: 
[image: image56.wmf](1,2)
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Op bovenstaande manier hebben we x geëlimineerd.

· Ga na hoe het rekenproces verloopt als je y elimineert.

Als je deze schrijfwijze volgt kun je algemeen iets vertellen over de ligging van twee lijnen.
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Als 
[image: image59.wmf]0
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dan noemen we het stelsel onafhankelijk en de bijbehorende lijnen snijden elkaar.

Als 
[image: image60.wmf]00
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 dan noemen we het stelsel strijdig en de bijbehorende lijnen lopen evenwijdig

Als 
[image: image61.wmf]00
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dan noemen we het stelsel afhankelijk. De bijbehorende lijnen vallen dan samen.

Als a,b,c,p,q,en r ongelijk aan 0 zijn volgt hieruit:

Het stelsel 
[image: image62.wmf]axbyc
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    is 

onafhankelijk als geldt:
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(meetkundige interpretatie: snijdende lijnen)

strijdig als geldt: 
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(meetkundige interpretatie: evenwijdige lijnen)

afhankelijk als geldt:
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(meetkundige interpretatie: samenvallende lijnen)

Opgaven:

1. De lijnen 
[image: image66.wmf](21)40  en  (3)260
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 zijn evenwijdig. Bereken p.  

2. De lijnen 
[image: image67.wmf](1)(1)3 en  (21)5
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vallen samen . Bereken p en q.
3. Gegeven zijn de punten P(2,3) en Q(4,9). Men trekt door P en Q twee evenwijdige lijnen die de x-as in S en T snijden. Als gegeven is dat 
[image: image68.wmf]4
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 bepaal dan de vergelijkingen van die evenwijdige lijnen.
4. Het volgende stelsel heeft geen oplossing . Bereken a.
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5.  Voor welke waarden van a  en b heeft het  stelsel 
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a. geen oplossing

b. één oplossing
c. oneindig veel oplossingen 
3.2.2 Wanneer staan twee lijnen loodrecht op elkaar?
Stel de  lijnen 
[image: image71.wmf]12
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 staan loodrecht op elkaar. 

Zie figuur1
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Dan geldt m1 = tan( = 
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m2 = tan((+
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Ofwel: 
[image: image75.wmf]12
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Omgekeerd: Als voor de lijnen 
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 geldt: 
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dan staan ze loodrecht op elkaar. Immers
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En hieruit volgt dat de lijnen loodrecht op elkaar staan.

Conclusie: Twee lijnen l en k staan loodrecht op elkaar dan en slechts dan als 
[image: image79.wmf]1
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Intermezzo: Onder de hoek van twee kromme lijnen verstaan we de hoek die de raaklijnen

                      in het snijpunt met elkaar maken

Opgaven:

1.  Van de rechthoek ABCD zijn gegeven de punten A(2,6) en B(2,5), terwijl het hoekpunt C  

     op de lijn 3x - 4y = 2 ligt. Bepaal de coördinaten van D.

2.  Van 
[image: image80.wmf]ABC

D

zijn gegeven de hoekpunten A(2,6) en B(2,5) en C(3,-1). Bereken de

     oppervlakte van 
[image: image81.wmf]ABC
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3.  Op de lijn 
[image: image82.wmf]537
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 ligt een punt P dat even ver ligt van de punten A(1,4) en B(3,10). 

     Bereken de coördinaten van P.

4.  Van de gelijkbenige driehoek ABC zijn gegeven de hoekpunten A(3,2) en C(7,14). De 

      richtingscoëfficiënt van AB is
[image: image83.wmf]1
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. Bepaal de coördinaten van B
5.  Bepaal  de algemene vergelijking van een lijn die loodrecht staat op de lijn 
[image: image84.wmf]2350
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6.  Bepaal een vergelijking van de lijn door het punt (2,4) loodrecht op de lijn door de punten 

     (3,1) en (5,7)

7.  Onder welke voorwaarden staan de lijnen 
[image: image85.wmf]111222
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     op elkaar?

8.  Van driehoek ABC waarvan AC=BC en (ACB = 90 0 zijn gegeven de hoekpunten A(1,1), 

     B(5,3). De driehoek ligt geheel in het eerste kwadrant. Bereken de coördinaten van

     hoekpunt C.

§ 3.3 De afstand tussen een punt en een lijn.

Laat k een rechte lijn zijn die niet door O gaat en die de x-as snijdt in (a, 0) en de y-as  in 
[image: image86.wmf](0,)
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De oppervlakte van driehoek OAB  kun je op twee manieren berekenen: [image: image474.png]Ly-as
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.Hieruit volgt: 
[image: image90.wmf]22
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 en dus 

De afstand van de oorsprong O tot de lijn k is gelijk aan: 
[image: image91.wmf]22
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De lijn k heeft als vergelijking: 
[image: image92.wmf]bxayab

+=

. We willen weten wat de algemene formule is van de afstand van een willekeurig punt (x1, y1) tot de lijn.

[image: image475.png]


Aanpak: bekijk de lijn m door (x1, y1) evenwijdig met k. Bereken de afstand van O tot k en de afstand van O tot m. 

Het verschil is de gevraagde afstand.

De lijn m heeft als vergelijking: 
[image: image93.wmf]11

 en we weten dus 
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d(O,m)= 
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Bij een andere ligging van de lijn k en/of punt P krijg je de formule 
[image: image96.wmf]11
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 omdat een afstand altijd positief is.

Algemeen:  Wordt  de vergelijking van lijn l gegeven door 
[image: image97.wmf]axbyc

+=

, 

       dan is de afstand van 
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Opgaven:

1.   Bepaal de afstand tussen de evenwijdige lijnen 
[image: image100.wmf]3480
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2.   Bepaal de vergelijking van de middenparallel van de evenwijdige lijnen 
[image: image102.wmf]3480
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3.   Bepaal de vergelijkingen  van de bissectrices van de lijnen 
[image: image104.wmf]4380
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4.  Bepaal de vergelijkingen  van lijnen die een afstand 2 hebben tot de lijn 
[image: image106.wmf]3480
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5.  Bepaal de vergelijkingen van de beide lijnen door O die een afstand 5 hebben tot het punt 

    (1,7)

6.  Bepaal de coördinaten van beide punten op de x-as die een afstand 2 hebben tot de lijn 

    
[image: image107.wmf]68130
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7.  Bereken de coördinaten van de punten op de lijn 
[image: image108.wmf]6
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§ 3.4 Voorbeelden van een analytisch bewijs.

Voorbeeld 1: 
Zie probleem 1 van de inleiding: het schatgraversprobleem.

Het schatgraversprobleem.

Op een eiland  is een schat te vinden via de volgende aanwijzingen: loop in een rechte lijn van de oude eik naar de grote zwerfkei. Leg nu loodrecht op de vorige richting eenzelfde afstand af. Loop vervolgens in een rechte lijn naar de tweede grote zwerfkei die op het eiland te vinden is. Leg  vervolgens weer de laatste afstand af in de richting loodrecht op het laatst afgelegde stuk. De schat ligt precies op het midden van het lijnstuk tussen het punt dat je net bereikt hebt en de oude eik.

Echter: bij het op zoek gaan naar de schat blijkt dat er op het hele eiland geen eik meer te vinden is. Alleen de twee grote zwerfkeien zijn er nog. Toch kan met slechts één keer graven  de schat gevonden worden.

Bij het analytisch oplossen van meetkundige problemen is de keuze van een handig assenstelsel van groot belang!

In deze paragraaf zul je zien dat door de keuze van een geschikt assenstelsel meetkundige problemen vaak eenvoudig opgelost kunnen worden.

Het invoeren van een geschikt assenstelsel brengt ons de oplossing

De twee zwerfkeien vormen hierbij het enige gegeven. 

Kies de 
[image: image111.wmf]xas
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 langs de lijn QR en kies Q als oorsprong.. 

Zie de figuur op de volgende pagina.

[image: image476.png]



Voer een assenstelsel in: de x-as langs QR en de oorsprong in Q. Stel de lengte van RQ is a en P(p,q)

Omdat 
[image: image112.wmf]  en  
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geldt:

QB=q en dus BR = a-q en TB = -p dus S(a+-p, a-q)

· het midden van lijnstuk PS heeft dus als coördinaten:
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omdat a vast ligt , ligt punt M ook vast en is gemakkelijk te construeren.

Het invoeren van een assenstelsel heeft ons dus geholpen met het vinden van de oplossing. Zo’n combinatie van meetkunde in een assenstelsel noemen we analytische meetkunde.

Voorbeeld 2:

Gegeven is driehoek ABC  en een willekeurig punt X op de hoogtelijn uit  C .

Bewijs: 
[image: image114.wmf]222
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Oplossing met analytische meetkunde:

[image: image477.png]


Kies de x-as door A en B en de y-as door de hoogtelijn uit C 
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q.e.d.









Intermezzo: Drie merkwaardige producten.
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Voorbeeld 3:

[image: image478.png]




[image: image119.wmf]lm
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, A een vast punt op l. 

Kies een willekeurig punt P op lijn m. 

Teken een lijnstuk PQ zo dat AP=PQ en AP(PQ 

 P laten we de lijn m doorlopen. 

Een tekening met Cabri doet vermoeden dat de verzameling van de punten Q een

rechte lijn is.

Bewijs dit.

Oplossing 1: Met analytische meetkunde, de parameter-methode.
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Kies een geschikt assenstelsel: kies lijn m 

als 
[image: image120.wmf]xas
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 en lijn l als 
[image: image121.wmf]yas
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Noem de y-coördinaat van A: a en de x-coördinaat 

van P: 
[image: image122.wmf]l


Uit 
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 en P((,0) volgt (hoe?) Q((+a, 
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voor 
[image: image125.wmf]Q

 geldt:

Elimineren van ( geeft  y = x-a. 

Dit is een rechte lijn.
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Oplossing 2:  Met analytische meetkunde, 

de directe methode. 

Stel 
[image: image126.wmf](0,)
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Omdat 
[image: image128.wmf]22
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[image: image130.wmf]2222

00

(0)()()()

xyaxxyy

-+-=-+-

 en 

omdat P op de 
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Omdat  AP(PQ  geldt: 
[image: image134.wmf]1
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Ga na dat hieruit volgt: 
[image: image135.wmf]424224
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.

Dus de coördinaten van Q voldoen aan de vergelijking:


[image: image136.wmf]424224
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Deze vergelijking kan blijkbaar vereenvoudigd worden tot 
[image: image137.wmf]yxa
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. Doe dat.

[image: image482.png]Pix1.y1)




Oplossing 3:  Met vlakke meetkunde.

Het snijpunt van de lijnen l en m is S. 

De projectie van Q op m is T.

Nu is 
[image: image138.wmf]  en  
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Teken op de lijn m het punt R zodat SA=SR. 
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Dus (QRT=450. voor alle punten Q. R is een vast punt. Dus Q op een lijn door R met richtingscoëfficiënt 1. Dus Q voldoet aan de vergelijking: 
[image: image140.wmf]yxa
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.
§ 3.5 Gemengde opgaven over lijnen.

1.  Gegeven zijn de vaste punten A(4,0) en B(0,2). 

     Langs de x-as beweegt zich een punt P in positieve richting en langs de y-as een punt Q in

     positieve richting zodat steeds AP = 3BQ. 

     De lijn door P met richtingscoëfficiënt -1 snijdt de lijn door Q met richtingscoëfficiënt 1 

     in S.

· Gebruik Cabri om de verzameling te bepalen van de punten S als P de x-as doorloopt
· Bereken de vergelijking van de gevonden verzameling.
[image: image483.png]



2.  Gegeven zijn de punten P(1,0) en Q(3,2).

     De punten P en Q hebben gelijke afstanden tot een lijn l, 

     die de positieve x-as in het punt A en de positieve y-as 

     in B snijdt. 

     De oppervlakte van driehoek ABO  is minimaal

     Stel de vergelijking op van de lijn l.

[image: image484.png]


3.  Een lijn p draait om de oorsprong en een lijn q 

     draait om het punt A(4,2) en wel zo dat steeds 

     de richtingscoëfficiënt van q het tegengestelde is 

      van de richtingscoëfficiënt van p. 

      Het snijpunt van p en q is S.

      Bereken de verzameling van de punten S. 

4.  In een vierkant met zijde 1 verbindt men elk hoekpunt met de middens van de niet-

     aanliggende zijden. Wat is de oppervlakte van de achthoek die zo ontstaat?
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Hoofdstuk 4:
De cirkel.

§ 4.1
De vergelijking van een cirkel
Definitie: Een cirkel is de verzameling van de punten die een vaste  afstand  r hebben tot een 

                 vast punt M (a,b).  

Voor elk punt (x,y) op de cirkel geldt dus:
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.         Dus  na kwadrateren:   
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Algemeen:

De vergelijking van de cirkel met middelpunt M (a,b) en straal r is  
[image: image143.wmf]222
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Evenals bij lijnen kan het nodig zijn om een willekeurig punt van de cirkel te beschrijven.

Daarbij speelt een parametervoorstelling van de cirkel een nuttige rol.
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is de parametervoorstelling van de cirkel met 
[image: image145.wmf](0,0)
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 en straal r.
Immers: Uit 
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is de parametervoorstelling van de cirkel met 
[image: image150.wmf](2,3)
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en straal 4.
· Ga dit na.
Opgaven:

1.     Bepaal het middelpunt en de straal van de volgende cirkels: 
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2.
Onderzoek of de volgende vergelijkingen een cirkel voorstellen en zo ja geef  dan het middelpunt en de straal.

a.
[image: image154.wmf]22
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b.
[image: image155.wmf]22
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c.
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d.
[image: image157.wmf]22
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3.   Bepaal de vergelijking van de cirkel die gaat door de punten:

(1,1), (2,4) en (5,3).

4.   Bereken voor welke waarden van a de volgende vergelijking een cirkel voorstelt:

[image: image158.wmf]22
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5.   Toon aan dat  de volgende vergelijking voor alle waarden van a een cirkel voorstelt.

[image: image159.wmf]22

214400

xyaxy

+--+=


6.  Onderzoek of het punt (3,1) binnen, buiten of op de cirkel ligt met vergelijking:   
[image: image160.wmf]22
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7.  Gegeven is de lijn met parametervoorstelling: 
[image: image161.wmf]2
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Bereken voor welke waarden van ( de punten van de lijn binnen de cirkel 
[image: image162.wmf]22
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 liggen

8. Bereken de snijpunten van de lijn 
[image: image163.wmf]2
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met de cirkel 
[image: image164.wmf]22
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§ 4.2
De raaklijn aan de cirkel.

De discriminant-methode

Voorbeeld 1:

Bepaal de raaklijn met r.c 2  aan de cirkel  met vergelijking x2+y2 = 20. 

We kunnen voor de vergelijking van de lijn opschrijven: 
[image: image165.wmf]2
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We moeten nu n zo bepalen dat het stelsel 
[image: image166.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image167.wmf]22
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     precies één oplossing heeft.

Elimineer y 

We krijgen zo:


[image: image168.wmf]22
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De vergelijkingen van de gevraagde lijnen zijn dus:


[image: image169.wmf]210
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 en 
[image: image170.wmf]210
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Voorbeeld 2:

Bereken de vergelijkingen van de raaklijnen vanuit het punt P(5,0) aan de cirkel met vergelijking x2+y2 = 20.

Omdat de raaklijn door het punt (5, 0) gaat is de vergelijking van deze raaklijn: y = m(x-5)

Het stelsel 
[image: image171.wmf]22
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    moet dus één oplossing hebben

Elimineer y


[image: image172.wmf]22
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We noemen de  methode die we in beide voorbeelden gebruikt hebben de discriminant-methode.

Voorbeeld 3:

Bereken de vergelijking van de raaklijn in het punt P(4,2) aan de cirkel  x2+y2 = 20

Merk op dat 
[image: image173.wmf](4,2)
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op de cirkel met vergelijking 
[image: image174.wmf]22

20

xy

+=

 ligt. Het middelpunt van deze cirkel is het punt 
[image: image175.wmf](0,0)

 zodat de raaklijn in 
[image: image176.wmf]P

 loodrecht staat op de lijn 
[image: image177.wmf]OP

.

Omdat de 
[image: image178.wmf]1
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moet de rc van de raaklijn -2 zijn.

De vergelijking van de raaklijn is dus: 
[image: image179.wmf]22(4)
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 , te herleiden tot 
[image: image180.wmf]210
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. 

Algemeen: 

De raaklijn in een gegeven punt P(x1,y1) van de cirkel

Stel de cirkel heeft vergelijking 
[image: image181.wmf]222
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 en het punt op de cirkel is P(x1,y1).

Om de vergelijking op te stellen gebruiken we de eigenschap dat een raaklijn loodrecht staat op de straal naar het raakpunt.

de richtingscoëfficiënt van OP is 
[image: image182.wmf]1
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De vergelijking van de raaklijn in P is dus


[image: image183.wmf]1
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Deze vergelijking is te herleiden tot:


[image: image184.wmf] 22
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en omdat P(x1,y1) op de cirkel ligt


[image: image185.wmf]2
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Dus: 

de vergelijking van de raaklijn aan de cirkel 
[image: image186.wmf]222
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 in het punt (x1,y1) is: 
[image: image187.wmf]2
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Merk op dat de vergelijking van de raaklijn in het punt 
[image: image188.wmf]11
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 dat op de cirkel ligt direct bepaald kan worden uit de cirkelvergelijking door in 
[image: image189.wmf]xx
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 en 
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 één 
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 te vervangen door 
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 en één 
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 te vervangen door 
[image: image194.wmf]1
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Dit verschijnsel van “eerlijk delen” zullen we nog vaker ontmoeten!

Merk bovendien op dat bij de voorbeelden 1 en 2  de coördinaten van de raakpunten niet berekend worden. In de volgende paragraaf leren we een methode om snel de coördinaten van de raakpunten te berekenen.

Opgaven:

Bepaal de vergelijking van de raaklijnen aan de cirkel 
[image: image195.wmf]22
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 die loodrecht staan op de lijn 
[image: image196.wmf]341
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.
§ 4.3
De poollijn van een punt t.o.v. een cirkel. 

[image: image486.png]


Het punt P(x1, y1) ligt buiten de cirkel 
[image: image197.wmf]222
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. PA en PB zijn de raaklijnen uit P aan de cirkel en A(p,q) is het raakpunt.

De vergelijking van de raaklijn in 
[image: image198.wmf]A

 is dan: 
[image: image199.wmf]2
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. Omdat punt P hierop ligt geldt dus: 
[image: image200.wmf]2
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, zodat we nu weer kunnen zeggen dat A op de lijn 
[image: image201.wmf]2
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ligt. 

Hetzelfde geldt voor B. 

De lijn 
[image: image202.wmf]2
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 gaat dus door de raakpunten van de raaklijnen uit P aan de cirkel. 

Deze lijn heet de poollijn van P t.o.v. de cirkel. en P heet de pool

Ook hier kan dus het idee van “eerlijk delen”gebruikt worden om

                                              de poollijn van P t.o.v. de cirkel te bepalen.

Voorbeeld

Bepaal de vergelijkingen van de raaklijnen aan de cirkel  
[image: image203.wmf]22
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die door het punt (7,1) gaan.

Met de poollijn gaat de oplossing als volgt:

De raakpunten liggen op de cirkel en de poollijn. Los dus het volgende stelsel op:
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y elimineren geeft: 
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Opgaven:

1.  Bewijs dat de poollijn van P t.o.v. de cirkel loodrecht staat op PM.
2.  Bepaal de vergelijkingen van de raaklijnen uit P(0,6) aan de cirkel 
[image: image206.wmf]22
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3.  Bepaal de pool van de lijn 
[image: image207.wmf]23
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 t.o.v. de cirkel 
[image: image208.wmf]22
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.

4.  Bepaal de vergelijkingen van de raaklijnen uit (a,2a) aan de cirkel 
[image: image209.wmf]222

xya

+=

.

§ 4.4
De macht van een punt t.o.v. een cirkel 

Men noemt 
[image: image210.wmf]22
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Als het punt P buiten de cirkel ligt dan is de macht van P t.o.v. de cirkel precies de lengte van het raaklijnstuk vanuit P aan de cirkel.

Ga dit na.
[image: image487.png]



Als 
[image: image211.wmf]222
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de vergelijking van de cirkel is dan is de macht van P t.o.v. de cirkel: 
[image: image212.wmf]222
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Opgaven:

1.  Bepaal de vergelijking van de cirkel met middelpunt (4,3) die de cirkel met vergelijking

    
[image: image213.wmf]22
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 loodrecht snijdt.

2.  Bewijs dat de cirkels 
[image: image214.wmf]22
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 en 
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 elkaar loodrecht snijden.

3.  Bepaal het punt op de 
[image: image216.wmf]xas

-

, dat gelijke machten heeft t.o.v. de cirkels 
[image: image217.wmf]22
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4.  Bepaal op de lijn 
[image: image219.wmf]2
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 het punt dat gelijke machten heeft t.o.v. de cirkels 

     
[image: image220.wmf]22
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 en 
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5.  Bepaal de verzameling van de punten waarvan de macht t.o.v 
[image: image222.wmf]22
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  gelijk is

     aan 11.

Hoofdstuk 5:
De parabool.

§ 5.1
De vergelijking van een parabool.
Definitie: Een parabool is de verzameling punten, die gelijke afstanden hebben tot een punt F 

                 en een lijn l.


     Punt F heet het brandpunt van de parabool en lijn l  de richtlijn.

Om een eenvoudige vergelijking van de parabool op te stellen is een handige keuze van het assenstelsel van belang.

[image: image488.png]C(0.c)
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In de figuur kiezen we de as van de parabool als 
[image: image223.wmf]xas
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 en de top O als oorsprong.

Stel de afstand van F tot lijn l gelijk aan p. Dan is de vergelijking van lijn l: 
[image: image224.wmf]1
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 en is punt 
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Is 
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 een conflictpunt dan geldt PF=PP’, dus:
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 en na wat rekenen:


[image: image229.wmf]2
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image230.wmf] 

Dit is de topvergelijking van de parabool.

Opmerkingen:

Als we 
[image: image231.wmf]x

 en 
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 verwisselen, dan wordt de vergelijking 
[image: image233.wmf]2
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 oftewel 
[image: image234.wmf]2
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Dit is dus een parabool, waarvan de 
[image: image235.wmf]yas
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 de as is, O de top en het brandpunt 
[image: image236.wmf]1
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Algemeen:

De vergelijking van de parabool met top O
[image: image237.wmf](0,0)

 en brandpunt 
[image: image238.wmf](0,)
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 is:




[image: image239.wmf]2
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De vergelijking van de parabool Met top 
[image: image240.wmf](,)
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 en brandpunt 
[image: image241.wmf](,)
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 is:
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§ 5.2
De raaklijn aan een parabool.
Uit de meetkunde weten we al dat de raaklijn in het punt P aan de parabool de middelloodlijn van FP’ is, waarbij 
[image: image243.wmf]'

P

 de projectie van 
[image: image244.wmf]P

is op de richtlijn 
[image: image245.wmf]l
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Stel 
[image: image246.wmf]11
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 is een punt van de parabool en 
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De coördinaten van P’ zijn dan 
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Het midden M van FP’ heeft dan als coördinaten 
[image: image249.wmf]1
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De 
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De vergelijking van de raaklijn wordt dan: 
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[image: image253.wmf]2
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Omdat 
[image: image254.wmf]2
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 levert dit op : 
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De vergelijking van de raaklijn in het punt 
[image: image256.wmf]11
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 aan de parabool 
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Merk op dat ook hier de vergelijking van de raaklijn (middelloodlijn) gemakkelijk te bepalen is met behulp van “eerlijk delen”.

§ 5.3
De poollijn van een punt t.o.v. een parabool. 

Evenals bij de cirkel is de vergelijking van de poollijn van een punt 
[image: image259.wmf]11
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 t.o.v. de parabool 
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Dit is weer de lijn die gaat door de raakpunten van de raaklijnen uit P aan de parabool.

Voorbeeld 


Bepaal de vergelijking van de raaklijnen uit 
[image: image262.wmf](2,0)
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 aan de parabool 
[image: image263.wmf]2
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De poollijn l van P heeft als vergelijking: 
[image: image264.wmf]04(2)

yx

×=-

, dus 
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De raakpunten 
[image: image266.wmf]A

 en 
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 van de raaklijnen uit P zijn de snijpunten van de poollijn met de parabool.

Dus A
[image: image268.wmf](2,4)

 en B
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De lijnen PA en PB zijn de raaklijnen. Dus: 
[image: image270.wmf]2
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 en 
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Opgaven:

1.  Bepaal de vergelijking van de parabool, waarvan

     a. 
[image: image272.wmf](3,0)

 het brandpunt en 
[image: image273.wmf]3
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 de richtlijn is.

     b.
[image: image274.wmf](0,2)

 het brandpunt en 
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 de richtlijn is.

     c. 
[image: image276.wmf](1,2)

de top en 
[image: image277.wmf]1
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 de richtlijn is.

2.  Bepaal het brandpunt en de richtlijn van de parabool 
[image: image278.wmf]2
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3.  Bepaal de vergelijking van de raaklijnen vanuit 
[image: image279.wmf](0,0)
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 aan 
[image: image280.wmf]2
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4.  Kunnen de cirkel 
[image: image281.wmf]222
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 en de parabool 
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 elkaar loodrecht snijden?

Hoofdstuk 6:
De ellips.
§ 6.1
De vergelijking van een ellips.
Uit de meetkunde kennen wij de ellips als conflictlijn van een cirkel en een punt binnen de cirkel. 

Het gevolg hiervan is dat voor het conflictpunt P geldt dat de som van de afstanden tot de brandpunten 
[image: image283.wmf]1

F

 en 
[image: image284.wmf]2

F

 constant is. Dit gaan we bij de analytische meetkunde als definitie van een ellips gebruiken. 

Definitie: Een ellips is de verzameling punten, waarvan de som van de afstanden tot twee

                 gegeven punten constant is.
[image: image489.png]Ly-as
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Om de vergelijking van de ellips zo eenvoudig mogelijk te houden is een handige as keuze aan te raden.

De keuze ligt bij een ellips nogal voor de hand: kies als 
[image: image285.wmf]xas
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 de lijn door de brandpunten en als 
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de symmetrieas van de brandpunten. Voorts stellen we 
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Voor een punt P op de ellips geldt: 
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Dus: 
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Stellen we 
[image: image294.wmf]222
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de vergelijking van de ellips:   
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De ellips snijdt de 
[image: image297.wmf]xas
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 in de punten 
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Het lijnstuk 
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§ 6.2
De parametervoorstelling van een ellips.
Evenals bij een cirkel is ook bij de ellips een parametervoorstelling goed bruikbaar om een willekeurig punt op de ellips te beschrijven.
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is de parametervoorstelling van een ellips.

Immers: 
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Opgaven:

1.  Stel de vergelijking op van de ellips, waarvan

     a. 
[image: image307.wmf](2,0)
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 de brandpunten zijn en 
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 een top is.

     b.  
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 de brandpunten zijn en die gaat door 
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.

2.  Bepaal het middelpunt en de assen van de ellipsen
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Hoofdstuk 7:
De hyperbool.
§ 7.1
De vergelijking van een hyperbool.
Uit de meetkunde kennen wij de hyperbool als conflictlijn van een cirkel en een punt buiten de cirkel. 

Het gevolg hiervan is dat voor het conflictpunt P geldt dat het verschil van de afstanden tot de brandpunten 
[image: image313.wmf]1

F

 en 
[image: image314.wmf]2
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 constant is. Dit gaan we bij de analytische meetkunde als definitie van een hyperbool gebruiken. 

Definitie: Een hyperbool is de verzameling punten, waarvan het verschil van de afstanden tot twee gegeven punten constant is.
[image: image490.png]



Om de vergelijking van de hyperbool zo eenvoudig mogelijk te houden is een handige 

as-keuze aan te raden.

De keuze ligt bij een hyperbool nogal voor de hand: kies als 
[image: image315.wmf]xas
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 de lijn door de brandpunten en als 
[image: image316.wmf]yas
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de symmetrieas van de brandpunten. De kromme bestaat uit twee takken. Voor de punten P op de ene tak is 
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. Voorts stellen we  
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Voor een punt P op de hyperbool geldt: 
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Dus: 
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Omdat 
[image: image325.wmf]ca
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 schrijven we nu: 
[image: image326.wmf]22222222
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Stellen we 
[image: image327.wmf]222
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, dan wordt: 

de vergelijking van de hyperbool:   
[image: image328.wmf]222222

bxayab
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 of   
[image: image329.wmf]22
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§ 7.2
De asymptoten van een hyperbool.
Voor de snijpunten van de lijn 
[image: image330.wmf]ymx

=

 en de hyperbool 
[image: image331.wmf]222222

bxayab
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vinden we na eliminatie van 
[image: image332.wmf]y

:



[image: image333.wmf]222222
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bamxab
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.

Deze vergelijking heeft geen oplossingen voor 
[image: image334.wmf]b
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De lijnen 
[image: image335.wmf]b
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 en  
[image: image336.wmf]b

yx

a

=-

 zijn de asymptoten van de hyperbool 
[image: image337.wmf]22
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§ 7.3
De raaklijn en poollijn bij ellips en hyperbool.
Evenals bij de cirkel en de parabool is de raaklijn in een punt P op de ellips of hyperbool te bepalen met “eerlijk delen”.

Voor de ellips levert dat op: 

De vergelijking van de raaklijn in 
[image: image338.wmf]12
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Pxx

 aan de ellips met vergelijking 
[image: image339.wmf]22
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is 
[image: image340.wmf]11
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.

Voor de hyperbool levert dat op: 

De vergelijking van de raaklijn in 
[image: image341.wmf]12
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Pxx

 aan de ellips met vergelijking 
[image: image342.wmf]22
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is 
[image: image343.wmf]11
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.

Een analoog verhaal geldt voor de poollijn van een punt P t.o.v. de ellips of hyperbool als punt P buiten de ellips of hyperbool ligt.

Opgaven:

1.  Bereken de lengte van de koorde door het brandpunt van de hyperbool 
[image: image344.wmf]22

39

xy
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     loodrecht op de hoofdas.

2.  Bepaal de vergelijking van de poollijn van het punt 
[image: image345.wmf](4,4)

 t.o.v. de hyperbool 

    
[image: image346.wmf]22

24

xyx
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.

3.  Bepaal op de lijn 
[image: image347.wmf]6

xy

+=

 het punt waarvan de poollijn t.o.v. 
[image: image348.wmf]22

4912

xy
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 door 
[image: image349.wmf](3,0)

 

     gaat.

4.  Bepaal de vergelijking van de raaklijnen uit 
[image: image350.wmf](2,0)

 aan 
[image: image351.wmf]22

216

xy

-=

.

5.  Bewijs dat het product van de afstanden van de brandpunten van een ellips tot een

     willekeurige raaklijn constant is.

Hoofdstuk 8:
Toepassingen.
§ 8.1
Enkele leerzame voorbeelden.
Voorbeeld 1:

[image: image491.png]



Waar bevindt zich het gevraagde punt?
Gegeven: 
[image: image352.wmf]ABC

D

. 

Construeer het punt P zodat 

vierhoek PQRS een vierkant is.

Een  analytische oplossing.

Kies een geschikt assenstelsel: Neem als 
[image: image353.wmf]xas

-

 de lijn door de punten 
[image: image354.wmf]A

 en 
[image: image355.wmf]B

. Neem als 
[image: image356.wmf]yas

-

 de lijn door 
[image: image357.wmf]C

.

Stel 
[image: image358.wmf](,0),(,0)

AaBb

 en 
[image: image359.wmf](0,)

Cc

. Gevraagd wordt de x-coördinaat van P te bepalen zodat  

PQRS een vierkant wordt.

Stel de vergelijking van AC op: 
[image: image360.wmf]c

a
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Stel de vergelijking van BC op: 
[image: image361.wmf]c

b

yxc

=-+



[image: image362.wmf]c
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Invullen bij BC geeft: 
[image: image363.wmf]ccb

RRQ

aba

pcxcxpx
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PQRS is een vierkant als PS=PQ, dus als 
[image: image364.wmf]cb

aa

pcpp
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Dit geeft voor de x-coördinaat van P : 
[image: image365.wmf]ac

p

cba

=

+-

. Daarmee ligt punt P vast. 

[image: image492.png]



Een synthetische oplossing.



Zet een vierkant op zijde AB.
De lijn CD snijdt AB in het gevraagde punt P.
Bewijs: 
[image: image366.wmf]SPCPPQ

ADCDDE

==


Omdat 
[image: image367.wmf]ADDE

=

 is ook 
[image: image368.wmf]SPQP

=

.

Een schitterend bewijs.

Maar:

Het grote voordeel van de analytische meetkunde is, dat de methoden meestal algemener en systematischer zijn dan die van de synthetische meetkunde. Het “vinden” van een ingewikkelde gedachtegang of van een bepaalde hulplijn komt in de analytische meetkunde vrijwel niet voor.

Voorbeeld 2: 

Onder het rekenkundig gemiddelde van de getallen 
[image: image369.wmf]a

 en 
[image: image370.wmf]b

verstaat men het getal 
[image: image371.wmf]2
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.

Onder het meetkundig gemiddelde van de getallen 
[image: image372.wmf]a

 en 
[image: image373.wmf]b

verstaat men het getal 
[image: image374.wmf]c

 met de eigenschap: 
[image: image375.wmf]ac

cb

=

. Dus 
[image: image376.wmf]2

cabcab

=®=×


Met een meetkundig gemiddelde heb je bijvoorbeeld te maken bij het berekenen van een gemiddeld groeipercentage.

Is een hoeveelheid in een jaar met 
[image: image377.wmf]20%

toegenomen en het jaar daarop met 80%, dan is het gemiddelde toenamepercentage over die twee jaar gelijk aan 47%. Immers 
[image: image378.wmf]1,21,81,47

×=


Het harmonisch gemiddelde c van de getallen 
[image: image379.wmf]a

 en 
[image: image380.wmf]b

is het omgekeerde van het rekenkundige gemiddelde van 
[image: image381.wmf]1
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 en  
[image: image382.wmf]1

b

, dus: 
[image: image383.wmf]11
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Dit kan worden herleid tot: 
[image: image384.wmf]2

ab
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.

Met het harmonisch gemiddelde van 
[image: image385.wmf]a

 en 
[image: image386.wmf]b

 heb je bijvoorbeeld te maken bij het berekenen

van de gemiddelde snelheid over een heen- en terugreis, waarbij a de snelheid op de heenreis is en b de snelheid op de terugreis.

Zo geeft een snelheid op de heenreis van 50 km/uur en op de terugreis van 100 km/uur als gemiddelde snelheid  
[image: image387.wmf]250100

66,7

50100

××

=

+

km/uur.

[image: image493.png]


Zien we de getallen 
[image: image388.wmf]a

 en 
[image: image389.wmf]b

 als de lengte van de lijnstukken OA en OB dan komen in onderstaande figuur zowel het rekenkundig, meetkundige  als het harmonisch gemiddelde voor.

We tonen aan dat OD het harmonisch gemiddelde is van OA en OB.
Een  analytische oplossing.

Stel 
[image: image390.wmf](,0)

Aa

 en 
[image: image391.wmf](,0)

Bb

. Dan is 
[image: image392.wmf]1
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De cirkel met middelpunt M en straal MA heeft als vergelijking: 
[image: image393.wmf]222
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.

De lijn CD is de poollijn van het punt 
[image: image394.wmf](0,0)

O

 t.o.v. de cirkel.

Met behulp van  “eerlijk delen” vinden we voor CD: 
[image: image395.wmf]2

111

222

(())(0())0(())

xababyaba

-+-++×=+-

 oftewel 
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Dus 
[image: image398.wmf]2

ab

x

ab

=

+

.

Omdat D op deze verticale lijn ligt, geldt dat ook de x-coördinaat van D gelijk is aan 
[image: image399.wmf]2
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.

Een synthetische oplossing.


[image: image400.wmf]ODCOCM
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dus 
[image: image401.wmf]2

ODOC

OCODOM

OCOM

=®=×



[image: image402.wmf]222
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Dus: 
[image: image403.wmf]1
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§ 8.2
Van analytische uitdrukking naar meetkundige constructie.
In voorbeeld 1 van § 8.1 werd de constructie gevraagd van het punt P zodat 
[image: image404.wmf]PQRS

 een vierkant werd.

Bij de analytische oplossing is uiteindelijk p m.b.v. de coördinaten van de punten 
[image: image405.wmf],

AB

 en 
[image: image406.wmf]C

 bepaald.

Voor de klassieke meetkunde waren de regels voor een juiste constructie volkomen helder.

Het te construeren punt P moest met behulp van een passer en liniaal bepaald worden waarbij men geen gebruik mocht maken van de schaalindeling.

Ook Descartes besteedt in zijn werk “La Géometrie” ruime aandacht aan de constructie.

In het begin van boek I laat Descartes de hoofdbewerkingen van de algebra zien, toegepast op

lijnstukken. Samenvoegen of wegnemen komt overeen met optellen en aftrekken, de traditionele samenhang. 

De eerste echte constructie van het boek is die voor vermenigvuldigen van lijnstukken

en die is opvallend.

Descartes heeft daarvóór al aangegeven dat hij een eenheidslijnstuk aanneemt, dat willekeurig

gekozen kan worden. In de figuur is dat lijnstuk AB. Dus: 
[image: image407.wmf]1

AB

=

.


[image: image408.wmf]BD

 en 
[image: image409.wmf]BC

 zijn gegeven lijnstukken. ED wordt evenwijdig aan AC genomen (hoe doe je dat met een passer?) en dan geldt dat 
[image: image410.wmf]::

ABBDBCBE

=

 of te wel 
[image: image411.wmf]EBABBCBD

×=×

. 

Dus: 
[image: image412.wmf]EBBCBD

=×

 EB is de vierde evenredige van AB, DB en BC. De tekst naast de illustratie: dan is EB het product van DB en CB.

[image: image494.png]



Het product van twee lijnstukken is hier een lijnstuk, en geen oppervlakte.

Descartes’ algebra is een algebra van lijnstukken, gemaakt om meetkundige problemen op te kunnen lossen en algebraïsche problemen meetkundig te kunnen benaderen.

Ook voor de bepaling van het quotiënt vinden we bij Descartes een constructie.

In de volgende figuur wordt de grootte van 
[image: image413.wmf]a

x

b

=

 bepaald bij gegeven lijnstukken 
[image: image414.wmf]a

en 
[image: image415.wmf]b

.
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Gegeven: lijnstuk 
[image: image416.wmf]OAa

=

, 
[image: image417.wmf]OBb

=

 en 
[image: image418.wmf]OE

 is een willekeurig gekozen eenheid.

Bewering: het lijnstuk 
[image: image419.wmf]a

OX

b

=

.

Bewijs: 
[image: image420.wmf]OEXOBA

DD

:

, dus: 
[image: image421.wmf]1
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Met behulp van de constructies voor 
[image: image422.wmf],,

ababab

+-×

 en 
[image: image423.wmf]a

b

 is de oplossing van het eerste voorbeeld uit § 8.1 te construeren in de klassieke zin van het woord!
Hierbij moet je er wel op letten dat 
[image: image424.wmf]a

in dit voorbeeld een negatief getal voorstelt en dat dus 
[image: image425.wmf]a

-

 de lengte van het lijnstuk OA is. 

Opgaven: 

1.  Voer de constructie van 
[image: image426.wmf]ac

p

cba

=

+-

 uit.

2.  Voer ook de constructie uit voor het harmonisch gemiddelde van 
[image: image427.wmf]a

 en 
[image: image428.wmf]b

 in voorbeeld 2.

Slotopmerking: Vier stellingen over analytische meetkunde.

· Analytische meetkunde is wel degelijk meetkunde.

· Analytische meetkunde is een uitstekend onderdeel van de wiskunde om je algebraïsche vaardigheden toe te passen en te oefenen.

· Analytische meetkunde is een plaats waar software aardig ingezet kan worden. 

· Analytische meetkunde is de “moderne” meetkunde, die tot meer inzicht kan leiden.

Hoofdstuk 9:
Gemengde opgaven.
[image: image496.png]


Opgave 1.

Gegeven zijn twee vaste punten P en Q. 

Teken door P een lijn p. 

Teken door Q de lijn q loodrecht op p. 

S is het snijpunt van p en q.



Bepaal de verzameling van de punten S
a.  met vlakke meetkunde

b.  met analytische meetkunde.

Opgave 2.

Op een cirkel ligt een vast  punt A De raaklijn in een punt P aan de cirkel snijdt de raaklijn in A aan de cirkel in het punt Q.  H is  het hoogtepunt is van 
[image: image429.wmf]APQ

D


Bepaal de verzameling van de punten H als P de cirkel doorloopt.

[image: image497.png]



[image: image498.png]A



Opgave 3.



Gegeven is het vierkant
[image: image430.wmf]ABCD

. Het punt 
[image: image431.wmf]E

 is het 

midden van 
[image: image432.wmf]BC

 en het punt 
[image: image433.wmf]F

 is het midden van 
[image: image434.wmf]CD

.



De lijnen AE en 
[image: image435.wmf]BF

 snijden elkaar in 
[image: image436.wmf]G

.

Bewijs m.b.v. de vlakke meetkunde als ook m.b.v. 

de analytische meetkunde dat: 

a.  
[image: image437.wmf]AGFD

 is een koordenvierhoek.

b.  de omgeschreven cirkel van 
[image: image438.wmf]AGFD

gaat door 

     het midden van 
[image: image439.wmf]AB

.

c.  
[image: image440.wmf]DGAD

=

.

Opgave 4.

[image: image499.png]



In een cirkel ligt op de middellijn 
[image: image441.wmf]AB

 een punt 
[image: image442.wmf]C

.

De middelloodlijn van 
[image: image443.wmf]CB

 snijdt de cirkel in de 

punten 
[image: image444.wmf]D

 en 
[image: image445.wmf]E

.

Bewijs m.b.v. de vlakke meetkunde als ook m.b.v. 

de analytische meetkunde dat:


[image: image446.wmf]CEAD

^

.
Opgave 5.


Gegeven een vierkant 
[image: image447.wmf]ABCD

 met zijn 

diagonalen 
[image: image448.wmf]AC

en 
[image: image449.wmf]BD

. 

Construeer het vierkant 
[image: image450.wmf]PQRS

 met de hoekpunten 

op de diagonalen 
[image: image451.wmf]AC

en 
[image: image452.wmf]BD

 zo dat 


[image: image453.wmf]APPQBQ

==

.

Geef zowel een constructie m.b.v. de vlakke meetkunde 

als m.b.v. de analytische methode.

Opgave 6.

Driehoek 
[image: image454.wmf]ABC

 is rechthoekig in 
[image: image455.wmf]A

. 

Op zijde 
[image: image456.wmf]BC

 ligt een punt 
[image: image457.wmf]D

 zo dat 
[image: image458.wmf]ACAD

=

.

Verder ligt op zijde 
[image: image459.wmf]AB

 het punt 
[image: image460.wmf]E

 zo 

dat 
[image: image461.wmf]90

ADE

Ð=°

.

Bewijs m.b.v. de vlakke meetkunde als ook m.b.v. 

de analytische meetkunde dat:


[image: image462.wmf]BEDE

=

.
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